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Adalékok a csigahazak geometriajahoz
irta: Jask6 Tamas

A XIX. szazad kozepén két kutato, az angol Moseley és a német
Naumann egymastdl fliggetleniil csaknem egyszerre jutott arra
a gondolatra, hogy a puhatestliek vazalkotasaban geometriai
torvényszertiséget keressen. Szamos példany meérésével bizo-
nyitottak, hogy a csigak és labasfejliek kanyarulatai logaritmi-
kus spiralis alakuak (Moseley, H. 1838, Naumann, C. F. 1845).

Ez azonban csak ujra-felfedezes volt. A dolog lényegét ugyanis
mar 1659 elott felismerte Christopher Wrenn, mint azt Wallis, J.
1659-ben megjelent konyvében leirja: (a logaritmikus spiralist)
,megfigyelte a mi Wrenniusunk [..] annak segitségével a
kagylo és csiga héjakat is méri. Megbecsiili, kiilondsen nagy
valoszintiséggel, hogy e héjak nem madsok, mint betekeredett
piramisok (= kupok) amelyek tengelye ily mddon spirdlis;
megpedig nem fekvd sikban, hanem fokozatosan emelkedve
(egyenesen all6 tengely kortil).”

Ez anndl is meglepObb, mert magat a logaritmikus spiralist csak
nem sokkal elobb, 1638-ban fedezte fel Descartes, s a Wrenn
altal tanulmanyozott kuposan csavarodo valtozatot Grandi
késdbb ujra felfedezte a matematika szamara (Grandi, G. 1701).

Nemcsak ez a korai eredmény, de masok ilyen iranyu felisme-
rései is feledésbe mertltek (pl. Leslie, J. (1822) is felismerte a
Nautilus logaritmikus spiralis alakjat). A paleontoldégusok
érdeklodése csak szazadunkban, Thompson uttord jellegli
miivének megjelenése utan fordult a téma felé. E nagy siker(i
mi 1917 6ta mar 5 Gjranyomast ért meg, s mintegy 150 oldalon
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foglalkozik a logaritmikus spiralis el6forduldsaval az
élovilagban (Thompson, D’A. W. 1963).

1. abra. A logaritmikus spiralis elhelyezkedése
az r, z, ® koordinata-rendszerben

A logaritmikus spirdlis néhany fontos tulajdonsaga:

1. A spirdlis kezdS8pontjabol (polus) htuzott sugdr ardnyos a
szogelfordulassal.

Vagyis a gorbe egyenlete polaris koordinatakkal (1. abra):
O=klogr (1)

2. A (kupos) logaritmikus spiralis az egyetlen olyan gorbe,

amely egy pontbdl kiindulva (mindig csak egyik végén) nove-
kedve onmagahoz allanddan hasonl6é marad.
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3. A spiralis végtelen sokszor kanyarodik korbe a polus koriil.
Ennek ellenére a polustol szamitott ivhossz véges, aranyos a
sugarral.

4. A polusbdl vont sugar allando szoget zar be az érintovel.
(Ezek és hasonlo tulajdonsagai teszik a gorbét konnyen mérhe-
tové.)

A viz geometriai szempontbdl egy tengely koriil felcsavart kap-
ként tekinthetd. Az analdgia pontosabba téve: Képzeljiink el
egy zart gorbét (nevezziik ezt vezérvonalnak). Mozgassuk most
ezt egy egyenes tengely mentén ugy, hogy kozben a gorbét az
egyenes egy pontjatol (polus) szamitott elmozdulassal aranyo-
san nagyitjuk. A kapott feliilet egy kupfeliilet lesz, melynek
csucsa a polus. Ha viszont e mozgas kozben a vezérvonalat
meg forgatjuk is a tengely koriil (a szogelfordulas legyen ara-
nyos az eltolas logaritmusaval), ,feltekert kiipot”, csigahaz for-
mat kapunk (helicoconus).

A csigahaz alak tehat két gorbeseregkent szemlélhetd: transz-
verzalis gorbéek (vezérvonalak) és longitudinalis gorbék (spira-
lisok) egytitteseként. Ezeket a gorbéket sok esetben magan a
vazon is megfigyelhetjiik, lathatéan ugyanazt a vazat tobbféle
vezérvonalbdl kiindulva is kaphatjuk. Vezérvonal a szajnyilas =
kopenyszegély formaja (novekedési vonalak), kamra-varratvo-
nalak, harant diszitmények, vagy akar a kanyarulat keresztmet-
szete, vagyis minden olyan alakzat, amely metszi az egész
kanyarulatot (és onmagahoz hasonld marad). Spirdlisok a
hosszanti = spirdlis diszitmények és a kanyarulatok varrat
vonalai.



Rerum Naturalium Fragmenta no. 273

A haz alakjanak egyenlete igy Osszetehetd a két gorbe egyenle-
tebol (vezérvonalra sorakozo spiralisok, ill. megforditva), pl.
leirhatd ugy, hogy megadjuk a vezérvonal egy pontjanak (para-
meteres) spiralisat €s a spiralis egyenletébe a pont (paraméter)
helyére a vezérvonal egyenletét helyettesitjiik.

Moseley nyoman Raup (1961) a kovetkezd megallapitasokat
teszi a szabalyos vazalkotdsu formdakra (1asd alabb):

1. ,Egyazon egyedben a vezérvonal alakja alland6 marad a
novekedés folyaman;

2. egyazon egyedben a vezérvonal novekedési tényezdje kozel
allando;

3. egyazon egyedben a kanyarulatok atfedése is kozel konstans;
4. egyazon egyedben allando aranyossag kapcsolja Ossze a
vezérvonal nagysagat €s egy adott vezérvonalpontnak a forgas-
tengelytol valo tavolsagat.”

Vezérvonalnak a keresztmetszetet valasztva, a kovetkezo
egyenleteket kapja a haz egy altalanos pontjara a z, r, © henge-
res koordinata-rendszerben:

r =roW(©/2m)

z =zoW©721 + 1oT(W®/2m)-1) (2)

ahol W a kanyarulatonkénti novekedési tényezo,

T a z iranyd novekedés mértéke az r iranythoz viszonyitva,

P (ro, zo, 0) =f (r, z) | ©® =0 a vezérvonal pontjainak koordinatai
a © = 0 sikon (erre utal ro s zo indexe).

A koordinata-rendszer megvalasztasaval zc = O = 0, s igy a
polus (apex), koordinatai:
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® (0, T, r) 3)

A (kapos) logaritmikus spiralis harom parameéterrel megadha-
to. Mérésére kialakult eljarasok vannak, ezek egy része csak tel-
jes példanyokra, masok kis toredékekre is alkalmazhatok
(Thompson, D’A. W. 1963, Vasicek, Z. 1967).

Az irodalomban kozolt eredmények arra mutatnak, hogy a
kagylok, csigak, labastejliek, Scaphopodak, Brachiopodak tobb-
seége, szamos Foraminifera és az Ostracodak koziil az Estheria-
télék alakja csak statisztikus ingadozasokban tér el ettdl az
alaktol (a kevésse gorbiil6 alakoknal, mint pl. a Dentalium, csak
egy kanyarulatrészlet lathato a spiralisbol).

Ezek a lények tehat életiik folyamdn a vazat végig hasonloan
novelik.

Amennyiben a szogelfordulast az iddvel aranyosnak tekintjiik,
az azonos iddre esé novekmeények is hasonloak és a vaz linearis
meretei az id0 exponencialis fliggvényeként nonek. Varhato
ezért (e novekedési szabaly kiterjesztésével), hogy valamennyi
onalld, szabadon novekvo, élettelen kiils6 vazas allat vazalko-
tasa a logaritmikus spiralis, vagyis a kupos csigavonal alakot
koveti.

Ettdl a formatol rendszeres eltérés mutatkozik (az emlitett cso-
portokon beliil) azoknal a ,, mellékalakoknal” , melyek egyed-
fejlddésiik sordn hirtelen gyokeresen valtoztatnak hazépitésiik
modjan. Vannak azonban olyan esetek is, amikor a hdz alakja
fokozatosan valtozik meg (Pupa-félék stb.), esetleg olyan kis
mertékben, hogy rendszeres eltérést csak statisztikai vizsgala-
tokkal lehet kimutatni. A polus kozelében a vaz alakja ugysem
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lehet tokéletes spiralis, mert nem a polusbdl, hanem egy mar
realis méret kezd6kamrabadl indul ki.

Ez a felismerés késztette Naumann-t és Grabau-t arra, hogy
egy, a logaritmikus spiralishoz bar kozelallo, de annal altala-
nosabb gorbét keressenek a csigahdz leirasara (Naumann, C. F.
1845, Grabau , A. H. 1872). Ma is vitatott, van-e ilyen (Burnaby,
T. P. 1966).

Ezzel szemben a vezérvonal (szajnyilds, novekedési vonal,
keresztmetszet) alakja sokkal valtozatosabbnak latszik és csak
kozelitoleg tekinthetd kornek, ellipszisnek, vagy ezek athatasi
idomdnak. A vezérvonal alakjanak pontosabb meghatarozasa-
hoz tovabbi statisztikai mérések és elméleti fizioldgiai meggon-
dolasok kellenek. Feltehetd, hogy meghatarozo tényezoi elso-
sorban az izmok elhelyezkedése, a szilardsagi, kozeg-ellenallasi
és stabilitasi tulajdonsagok.

Ameddig a vezérvonal alakja ilyen kevéssé ismert, addig csak
azt sziikseges feltételezni, hogy megadhatd matematikailag, de
nem célszer( ellipszisek bonyolult metszési idomaival kozelite-
ni, mint azt Raup, D. M. (1961, 1966) teszi.

Megprobaltam Raup, D. M. (1966) egyenleteit egyszertsiteni.

Ha a polust (apexet) valasztom origonak a vadz egyenletének
megaddsakor, vagyis a koordinata-rendszer és a vaz kezdo-
pontja egybeesik, az r koordindta megfelel az axidlis iranynak,
a z tengely (axis) apicalis irdnyud, ® novekedési iranya pedig az
anterior irdny. Igy Raup kezdé megéllapitasai kettévé vonha-
tok Ossze:
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Egyazon egyedben:
1. a vezérvonal alakja allando a novekedés folyaman,
2. a vezérvonal novekedeési tényezdje (W) kozel allando.

Ezzel az egyenletek is lényegesen egyszertisodnek:
r = 1‘0W(@ /27'()
z = zoW©~2m 4)

A tovabbiakban megkisérlek a fenti paraméterek fiiggvényeben
megadni néhdny morfologiai sajatsagot, a vezérvonal alakjanak
pontos megszabasa nélkiil. C (r., zc, Oc)-vel a tovabbiakban az
altalanossag kedvéért a vezérvonal teriiletének sulypontjat
jeloljtik.

A vazak iranyitasa. A (tobbséget alkoto) jobbra csavarodo csi-
gakat jobboldali, a balra csavaroddkat altaldban baloldalon
elhelyezkedd szajnyilassal, vagyis felfelé allé apexszel szokas
abrazolni. Thompson javaslata szerint mindet jobboldali szaj-
nyilassal kellene bemutatni, mert nem a csavarodds, hanem a
tengely menti eltolds iranyaban kiilonboznek.

A Treatise on Invertebrate Paleontology felfogdsa szerint a fel-
csavarodasnak négyféle modja lehet: a lagy szervek torzidjaval
azonos modon, vagy ellenkezdleg is fordulhat a haz. Az utobbi
esetet hyperstrophianak nevezik (Cox, L. R. 1960) (1. tablazat).
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1. tablazat.
A haz feltekeredési tipusai

Lagy szervek elhelyezkedése
sinistralis dextralis
Hyperstrophia | ultrasinistralis | ultradextralis
Isostrophia planispiralis
Orthostrophia sinistralis dextralis

Ha megallapithatd a lagy szervek iranyitottsaga, a szajnyilast a
lagy szervek elhelyezkedése szerint célszerii jobb vagy balolda-
lon elhelyezni (vagyis a forgasiranyt a lagy szervek elhelyezke-
déséhez szabjuk), a hyperstrophicus alakokat lefelé fordult spi-
raval kell abrazolni (2. abra).

)
/0 2 /0 r
A ud %
S d
| r
e r L
N al
Z Z

2. dbra. A hazfejlesztés kiilonb6z6 modjai.
Jelolések: d= dextralis, s = sinistralis,
ud = ultradextralis, us = ultrasinistralis
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,Normalis” iranynak a jobboldalit tekintve, a teljesen szimmet-
rikus vazakat is jobbra forgonak abrazoljuk. A dextralis,
orthostrophicus alakok tulsulya mellett a vezérvonal sulypont-
ja tobbnyire a Z¢> 0 tartomanyba esik. (Szimmetrikus vazakra Zc
=0.)

Kuapszog és koldok. A vezérvonal altalaban nem oOleli koriil a
poOlust. Ha mégis ez torténne, akkor az utolso félkanyarulat a
vaz egészét magaban foglalnd, a lagy test koriilolelné a vazat.
EttOl az esettdl eltekintve meghatarozhatok 7, z és ¢ = arc tg r/z
értelmezési tartomanyanak felso és also korlatai (r4, 14, Qa, o).

Feltételezve a dextralis orthostrophicus elhelyezkedést, ¢aés ¢pv
kozrefogjak ¢. -t. Ha a vezérvonal atnyulik a tengelyen a ® — 7
félsikba, ezt a részt tekintsiik negativ r értéklinek. igy ra = #min
negativ is lehet.

Ha ra> 0, ¢paés ¢v a vz mérhetd, valdsagos kupszogei. Ha ra =
0, akkor a kanyarulat legalabb egy oldalon érintkezik a ten-
gellyel és columellat (oszlopot) alkot, ¢ legalabb egyik szélsGér-
teke 0 + m. Koldoknek nevezziik azt a konkdv kupfeliiletet,
mely a kanyarulatokat

0° < ¢pa ill. (180° — ¢pv) < 90° (5)

esetben beliilrdl érinti, ahol ¢ < (e < ¢po.
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a,
Pb
.
NG b ——
N~ sk
. - 7':;3\’ = C ¢
= s Yy 4 e
, N S P’ T T :
Pe
Ba
| =
Z Pa

3. abra. Példak a vezérvonal kiilonbozd elhelyezkedésére
Magyardzat: ¢a, Pv kpszogek, Ba, Pv varratvonalszogek, P (ro, zo) a var-
ratvonal egy altalanos pontja, P’ (relW, zoW) P képe egy kanyarulattal
eldbb, C a vezérvonal sulypontja; a) involut (ull) tipus, ¢a = 55°, fa = 66°,
P =82° Bv =98°, ¢v=109°% b) aK tipus, Pa=fa=-6°, pc=21°, fv =38°,
Py =48°
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2. tablazat
A haz alakvaltozatai a kapszogek értéke szerint

¢pov értéke
<90° 90-180° 180° >180°
¢a>0° ukK ulU uC uA
¢p.=0° cK cU cC cA
¢a<0° aK aU aC aA

Magyarazat: kisbetlik ¢a, nagybetiik ¢pv oldalara utalnak: u = koldok, k =
konvex, kiviilrdl érintd kup, c = columella, a = teljes atfedés.

A ¢a és ¢ kiilonbozo értékeihez tartozo valtozatokat a 2. tabla-
zat tartalmazza.

Varratvonalnak nevezziik a kanyarulatok érintkezésének kiviil-
rdl lathato vonalat. Az érintkezés — és a varrat vonal — létre-
jottének feltetele, hogy az

zmM=z@r W (6)

z (r)=2z (-r) W* (7)
egyenletek valamelyikének legyen megoldasa.

A két egyenlet megoldasai koziil legfeljebb kettd lehet varrat
vonal, mert amennyiben van legalabb két megoldas, a vezérvo-
nal altal hatarolt tertiilet, a megel6z6 kanyarulatok metszetei és
a kiilso tér egy-egy Osszefiiggd siktartomanyt alkot, s ezeknek
csak két kozos pontja lehet. Ezért az esetleges tobb megoldas
kozil csak a két sz€1s6 (¢ -hez viszonyitva legnagyobb, ill. leg-
kisebb) lesz varratvonal. Ezek szogét jeloljiikk Ba-val, ill. fe-vel
(3. abra).
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Ezek a varratvonalak eredhetnek kiilonb6zd egyenletekbdl, de
lehetnek ugyanannak a megoldasai is. A (7) egyenletnek termé-
szetesen csak r. < 0 esetén lehet megoldasa.

A (6) egyenletbdl adodd megoldas pozitiv, teljes terjedelmeében
lathatd és a két hatdros vazrész faziskiilonbsége egy teljes
kanyarulat. A (7) egyenletbdl ad6édd megoldas negativ f érté-
ki, csak a legutolso félkanyarulaton figyelhet6 meg és faziskii-
lonbsége fél kanyarulat.

Az r = 0 megoldas mindkét egyenletre kozos, columellat, az r =
z = 0 trividlis megoldas pedig egyetlen pontot (itt a pdlus vala-
mennyi kanyarulat k6zds pontja) eredményez.

Elvileg a megoldasok kovetkez6 kombinacioi lehetségesek:

(+) (++) (+¢) (c-b) (cc) (c-) (=) (cp) (pO) (+p) (PH) (P) (P-) (-p) (+7) (-+) () ()

(+ pozitiv, - negativ varratvonal, ¢ columella, p polus),
vagyis Osszesen 18 (ebbdl 6 szimmetrikus). Megjegyzendd,
hogy negativ megolddsok a természetben nem ismeretesek.

Egyes gyakori kupszog, ill. varratvonal kombinacioknak sajat
elnevezése van:

anomphalus = nincs koldok, ¢. <0

phaneromphalus = nagy a koldok, ¢ >>0

conispiral = ¢p» < 90°

planispiral = ¢p» > 90°

evolut = nincs varratvonal [sem (6)-nak, sem (7)-nek nincs meg-
oldasa]

involut = uU/ ++ tipus (két koldok, két varratvonal)

convolut = cC, cA, aC, aA valamelyike (gyakorlatilag a legelso,
cc varratvonaltipussal).
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A periodikus diszitmények leirdsahoz a vezérvonalat megado
egyenletet © periodikus fiiggvényekeént kell felallitani, ill. a
folyamatos logaritmikus spiralis helyett diszkrét gnomodnikus
sorozatokra kell attérni. Kiilonosen a kamrazott O0smaradva-
nyok leirasahoz jelenthet utobbi lényeges segitséget.

A vaz méreteinek leirasakor célszerti a vezérvonalat, mint a
szajnyilas (legutolsé novekedési vonal) alakjat megadni, felté-
ve, hogy ez megfelel az (el6z0) kanyarulatok névedékvonalai-
nak, vagyis nem kovetkeztek be felndttkori mddosuldsok a
kopeny vonalaban.

Ekkor a szokasos jellemz0k [definiciok Cox, L. R. 1960. szerint
(4. abra)] Osszefliggése a fentebb bemutatott paraméterekkel:

telijes magassiag: a figglleges tengelyli vaz legmagasabb és
legalacsonyabb pontjanak tavolsaga:
Hmax=max (Ha, Ht) (8)
ahol Ha az apertaramagassag,
Ht = Zomax a pOlustdl szamitott legnagyobb z tavolsag (a
spiramagassag €s az apertiramagassag 0sszege)

apertiramagassag: a szajnyilds magassaga
Hi = Zomax - Zomin (9)

spiramagassig (spira csak akkor van, ha a vaz kiviilrdl kappal
burkolhato, a matematikailag még értelmezhet6 z0 min < 0
esetben a paleontologus nem beszél spirarol) :

Hsp = Zomin (10)

kanyarulatmagassag:
Hk = Zomax - Zomin/ W (11)

15
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!

Dmox - _ _J

-

4. dbra. A csigahdz méretei
SzogjellemzOk : ¢a koldokszog, ¢v spiraszog, 5 varratvonalszog, /1
kanyarulatlejt6. Linedris méretek : Hmax magassag, Ht = Zomax apextol
mért magassag, Hsp spiramagassag, Hk utolso kanyarulat magassaga, Ha
aperturamagassag, Dmax maximalis &tmérd, romax maximalis sugar.
Koordinatak: r, z, ®.
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Legnagyobb szélesség: a tengelyre merdleges legnagyobb tavolsag
Dimax = tomax (1 + 1/ \/W) (12)

A haz kanyarulatainak lejtoje (A), a varratvonalat burkolo kup
mentén meért a loxodréma-szog (az alkoto és a varrat vonal
szOge), valamint § varratvonalszog és W Osszetiiggései:

tgeA=ctgactgf=InW/2m (cosfB/sin?f) (13)
In W=sin 8 ctg o (14)

A fenti hosszusag-, illetve szogjellemzok mellett meg kellene
adni a W kanyarulatonkénti novekedési tényezd ertékét is:

W =an/anu
ahol an €s an1 két egymasutani kanyarulat valamely linedris
meérete (pl. magassag a varratvonalak kozott, vagy maximalis
atméra stb.).

A szogertékek, ill. a novekedési tényezd megadasa annal is fon-
tosabb, mert ezek sokkal jellemzdbb faji bélyegek, mint a linea-

ris méretek (ugyanis altalaban nem valtoznak a novekedés
folyaman) (Torre, D. 1965).

A fentebb vazolt problémak sok tekintetben, kiilonosen a nove-
dékvonalak alakjanak leirdsa terén még tovabbi statisztikai
vizsgdalatokat igényelnek, annyi azonban bizonyos, hogy sza-
mos mindségi jellemzonek lehet konkrét geometriai értelmet
tulajdonitani, s szamszertien is meg lehet adni Oket.
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